Experimentos Virtuais (WEB) Orientacdo para Calculo de Incertezas

Roteiro de Calculo de Incertezas
Analise de Experimentos Virtuais

1. Introducdo

A andlise de um experimento de fisica exige a avaliacdo da confiabilidade dos valores medidos
por meio dos instrumentos. N&o é possivel encontrar o valor exato de uma grandeza, uma vez que ele s6
pode ser medido com um instrumento, que sempre tem limitacdes. No entanto, muitas grandezas, tais
como a carga do elétron e a constante universal dos gases, tém um valor bem determinado, que
chamaremos aqui de valor verdadeiro. Assim, numa medida, obtemos um valor proximo ao valor
verdadeiro. Embora seja impossivel determinar a diferenca entre o valor medido e o valor verdadeiro,
uma vez que este Ultimo é desconhecido, podemos definir grandezas que reflitam esta diferenca de
alguma forma, as chamadas incertezas, relacionadas diretamente com o conceito de precisdo, que €
tanto maior na medida quanto menor for a incerteza a ela associada. Infelizmente, ndo podemos
quantificar a incerteza simplesmente pela média da diferenca entre o valor medido e o verdadeiro, porque
a diferenca, que pode ser tanto positiva quanto negativa, tem valor médio nulo, nada informativo. Isso
nos obriga a recorrer a elaboragcdes matematicas mais complexas.

A fisica faz uso das teorias da probabilidade e estatistica na representacéo de suas medidas. Para a
grande maioria dos experimentos, a forma de expressao do valor de uma grandeza x se fara por meio da
média dos valores mensurados num conjunto de N medidas dela, isto €, {xj | i =1, 2, ..., N}. O valor
meédio da grandeza x é dado por:

1 N
%= NZ x (L)
i=1

O valor da incerteza associada as medicGes da grandeza X, por sua vez, pode ser tomado a partir
da variancia (¢%) do conjunto das N medidas:

N

of = L E (x; — %)? (1.2)
N-14
i=

Note que a variancia ndo tem a mesma dimensdo fisica que a grandeza ([¢%] = [X]* # [X]), de
modo que a incerteza associada a medida da grandeza x é definida pelo desvio-padrédo do conjunto das N
medidas:

o=yoz  (13)

O desvio-padréo o €, portanto, uma grandeza definida positiva por consequéncia da operagdo de
radiciacdo, e representa a incerteza relacionada a cada um dos dados, ou seja, avalia a distancia entre
cada medida e o valor verdadeiro. Considerando que a média foi calculada sobre N medigdes, a
representacdo padrao da grandeza x € dada por:

X = X*xoy (1.4)
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Onde a incerteza do valor médio é descrita pela Equacdo 1.5, pelo chamado desvio-padrdo da
meédia oy,

. 1.5
O-x_\/ﬁ ()

A interpretacdo da Equacdo 1.4 nos fornece a conclusdo preliminar de que é mais provavel que o
valor verdadeiro da grandeza x esteja no intervalo [x — gy, X + 0] que fora dele. Note que, quando
efetuamos uma Unica medida, o desvio-padrdo da média e o desvio-padrdo do conjunto dos N dados da
medida s&o idénticos (pois VN = 1).

A melhor forma de descobrir a incerteza de uma medicdo € repeti-la muitas vezes com
instrumentos diferentes e determinar a variancia pelo valor quadratico médio das diferencas dos dados
com a média deles. No entanto, muitas vezes isso é praticamente impossivel, em particular no caso das
medi¢des com instrumentos graduados, por exemplo, na medi¢cdo do comprimento com uma régua
milimetrada — onde conseguir muitas réguas de fabricantes diferentes? Nesses casos, costuma-se estimar
o0 valor do desvio-padrdo como a metade da menor divisdo que se consegue ler na escala. Assim, quando
se usa uma régua graduada em milimetros, a precisdo do instrumento é aproximadamente de 0,5 mm. Se
a leitura da régua for 7,8 cm, o resultado deve ser representado como 7,80 + 0,05 cm, significando que o
valor verdadeiro do comprimento do objeto provavelmente se encontra entre 7,75 cm e 7,85 cm.

Nos experimentos virtuais, com freqliéncia leremos os valores das grandezas na escala de um
instrumento, como no caso da posi¢do do corpo (medida com uma trena) e o instante em que o corpo foi
filmado em tal posicdo (definido pelo cronémetro da filmadora, estampado no time code). Ha& outras
grandezas, entretanto, cuja medi¢do nao pode ser direta, como € o caso da velocidade de um carrinho ao
longo de uma trajetoria, uma vez que ndo possuimos uma “régua de velocidades”. Podemos, porém,
calcula-la a partir das grandezas que a definem (posicéo e tempo).

O objetivo deste guia € orienta-lo e ajuda-lo a compreender o modo pelo qual as incertezas foram
calculadas em cada experimento virtual, detalhando os passos e as aproximagdes usadas. Na secdo 3,
classificaremos as aplicacbes que ocorrem repetidamente e apresentamos as formulas genéricas
deduzidas a partir da aplicacdo as situacfes que aparecem nos experimentos. A se¢do 4 apresenta alguns
casos particulares, enquanto que na secdo 2 que desenvolveremos a teoria geral da propagacdo de
incertezas, de uma maneira suficiente para as analises apresentadas aqui.
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2. Propagacéo de incertezas

A medida da velocidade v de um movel é realizada indiretamente por meio de medidas de
posicao, X, e X1, € tempo, t, e t3, de acordo com a Equacéo 2.1:

Xy —Xq
tr —tq

v = (2.1)

A incerteza da velocidade depende das incertezas das grandezas medidas diretamente, ou seja,
das incertezas das posic¢oes e de seus respectivos instantes. Essa situacéo, da incerteza de uma grandeza
deduzida ser proveniente das incertezas das grandezas das quais ela depende, é tdo comum que vamos
escrever a formula genérica que estabelece essa relacdo, para facilitar a adaptagdo a outros casos.

Seja f uma grandeza dependente de outras grandezas a, b, ..., z, independentes entre si. Assim, f
pode ser representada como sendo uma funcédo de varias variaveis: f = f(a, b, ..., z). Em nosso exemplo, f
é a velocidade, enquanto que a, b, ¢ e d sdo xy, X1, tz e ty, respectivamente.

A incerteza em f é dada pela formula de propagacdo de incertezas, enunciada da seguinte
maneira: o desvio-padrdo de f, o7, € a raiz quadrada da variancia de f, calculada como

=LY o+ (L) grr(D) o @2

Onde a—{= i
ada

é a derivada parcial de f com respeito a a calculada no ponto (a,b, ..., z),

a=a
da b;E
or “or
analogamente para 5—5, g
O simbolo é representa a derivada parcial de f em relacdo a a, ou seja, a derivada da funcao f
guando apenas a é tomada como variavel, e b, c, ..., z sdo consideradas constantes. Por exemplo,

consideremos uma funcéo f = (a,b) definida por:
f(a,b) = a®b? + 5a + 7b
As derivadas parciais da funcéo f sdo entéo:

0

o _ 2ab® +5

Jda

af 212

% =3a°b +'_7
Assim, as derivadas parciais calculadas no ponto (&, b) sao:

of . _-

-_— = 2ab3 + 5

oa

d _

o _ sa2p? +7

ob

E importante lembrar que, por defini¢io, o, 6a, ob, ..., 0; Sd0 valores positivos, obtidos como a
raiz quadrada da variancia da variavel correspondente. Ndo podemos tratar os desvios-padrdo como
médias, por exemplo, onde a média da soma é a soma das médias. Nunca se somam ou subtraem desvios
padrdes, apesar de as variancias serem aditivas.
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Condigdes de Validade

Esta formula tem validade geral, ndo s6 nos casos particulares que detalharemos abaixo, desde

que duas condi¢des sejam obedecidas:

i) As varidveis do conjunto (c‘z, b, z‘) sdo estatisticamente independentes. Isso significa que
nenhuma das varidveis pode ser calculada a partir de uma ou algumas das varidveis do
conjunto(a, b, ..., z) nem sua medicéo interfere na medicdo de outra. Se isso acontecer, ¢
necessario expandir suas formulas na expressao de f antes de aplicar a férmula de propagacao.
O que acontece é que cada termo da Equacéo (2.2) precisa representar toda a dependéncia da
funcdo com relacdo a varidvel sobre a qual se calculou a derivada parcial; ndo pode haver
dependéncias subjacentes nas outras variaveis. Note que se alguma das grandezas (d, b, ..., Z)
for medida diretamente a partir de outras grandezas que ndo estejam nesse conjunto, podemos
aplicar a formula de propagacdo de incertezas isoladamente a elas e usar as variancias
calculadas na férmula de propagacéo.

ii) Para cada grandeza x, precisamos que valha a desigualdade o, <« X. Em muitas das formulas
de propagacao que veremos, as variaveis aparecem no denominador, 0 que causa problemas
se a variavel puder ser nula, uma vez que seu inverso ndo estara definido. Mesmo que x ndo
seja nulo, quando g, = X, ha probabilidade de uma dada observacdo de x dar resultado nulo.
A Equacdo (2.2) para propagacdo de incertezas supde que as observacOes possam ser
repetidas infinitas vezes; o resultado nada mais é do que o valor esperado para a média de
infinitas observagdes, assim nunca poderemos recorrer a um valor indefinido ao utilizar a
equacao.

Uma Interpretacdo Importante

Vamos destrinchar um pouco mais a Equagéo (1.2) e chegar a alguns resultados importantes para
as futuras analises dos experimentos. Se x é a medida de uma variavel aleatoria (ou seja, uma grandeza
tal que o resultado experimental é diferente a cada realizagdo da medicao), teremos, pela Equacéo 1.2:

1 N
o7 = mZ(xi - %)?
i=

Efetuando o produto notavel interior ao somatorio:

N
1
o2 = N1 1Z(xi2 — 2x;X + x2)

i=1
Abrindo as adi¢des envolvidas no somatorio:

1
0'3? = N_1 [(sz_ - 2x19? + _’)?2) + (x% — sz)? + 22) 4ot (xl%, . Zfo + 22)]

Pelas propriedades comutativa e associativa da soma, podemos reescrever a expressao:
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[(xZ + x5 + -+ xF) — (22, % + 2x,% + -+ + 2xy%) + (X% + X2 + -+ + ¥2)]

% TN -1

Note que o terceiro conjunto de parcelas corresponde a somarmos N vezes o quadrado do valor
médio de x. No segundo conjunto de parcelas 2x é fator comum; podemos, portanto, pela propriedade

distributiva da soma, reescrever a expressao acima por meio de outros somatorios:

1 N N
O—%:—N_1<lez—25c2xl+NJ—c2)
i= i=

Além disso, pela Equacéo (1.1), temos a seguinte identidade:

N
_ 1 _
=33 = Faem

i=1

Podemos recorrer a esta relagdo no segundo somatorio:

N N
1 1
a;?=—<in2—2NJ?2+Nf2>=m<2xl-2—Nic2>

N—1\.
i=1

O somat6rio restante consiste no valor médio da grandeza x*:

7=Nzx:-ﬁ=

lngh
"N

i=1

Logo, a variancia de x é:

(x2-— x2)  (2.3)

1 —
02 =——(Nx% - Nx?) =
=1
Quando o nimero N de dados € muito grande, podemos aproximar y_; — *, e assim:

2 = (x2 —x?)
Quando a média da variavel x for nula, teremos:
o} = x? (2.4)

Usaremos o resultado acima na estimativa da incerteza das Energias Cinética e Potencial

Elastica.
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3. Aplicagdes Comuns

3.1 Soma ou Subtracéao

Vemos com relativa frequéncia medidas de grandezas baseadas na variacdo (que é entendida
~ ) . A ~
como uma subtracdo) de outras grandezas, como é o caso da velocidade (v = A—’:) razdo entre as

variacOes de posicao e tempo. Aplicando-se a formula de propagacédo de incertezas para o deslocamento
Ax(x,x9) = x — x,, teremos, tomando-se Ax como certa fungdo A, Ax = A:

0A\? 9A\?
Ax(x,x0) = A(x,x9) = x —xg = 0f = (—) o2+ (—) ox, (3.1.1)

dx dx,
Calculando-se as derivadas, teremos g—i =1le :TA = —1. Substituindo estes resultados em (3.1),
0

teremos:
0; = 07 + 0}, (3.1.2)

Como o, = oy, (pois as duas incertezas sao relativas a distancias, e estamos supondo tais
medices feitas a partir de um mesmo instrumento de medida), temos que o} = 202 = g, = 0,/2.
Portanto,

Opx = 0V2 (3.1.3)
A incerteza no intervalo de tempo pode ser calculada de maneira analoga, logo:
Ope = 0pV2 (3.1.4)
As formulas de incerteza (3.3) e (3.4) sdo usadas nos calculos de incerteza da velocidade dos
corpos, nos experimentos de Trilho de Ar, Atrito, Colisdes, Conservacdo de Energia e Dindmica de

Rotacdes. A relacdo (3.2) pode ser generalizada para um nimero qualquer de variaveis. Seja f uma
fungéo dada por f =a + b £ ... + z. Assim, sua variancia pode ser expressa como:

of =02+ 0+ -+ 07

E a incerteza no valor da fungéo sera:
op = |of (3.1.5)

Note que sempre tomamos ot COMO a raiz positiva da variancia, pois, por definicdo, o desvio-
padrdo tem um valor positivo.
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3.2 Produto ou Razao

Aplicando-se a formula de propagacdo de incertezas a quantidade de movimento linear p=mv,
onde m é amassa e v é a velocidade do corpo ou particula em estudo, teremos:

2

d ap\’
p(mv) =mv=o0} = (ﬁ) o + (%) o (3.2.1)

Calculando as derivadas, teremos j—:l =ve Z—Z = m. Aplicando as derivadas em (3.2.1), obtemos:
o = viop, + mioy (3.2.2)
Como p=mv, podemos proceder com passos algébricos de modo a simplificar (3.2.2):

2

op = v?op, + mPo; = (%)2 o2 + (?)2 02 = p? [(%n)z + (%)2] (3.2.3)

Na situacdo especial em que a incerteza da massa puder ser desconsiderada, teremos o, = 0, de
modo que a variancia reduz-se a:

O\ 2 o
2 _ .22V .
Oy =P (v) = 0, pv (3.2.4)
Tais valores de incertezas sdo utilizados nos célculos de quantidade de movimento (momento
linear) dos corpos, no experimento de Colisdes.
No caso geral, para uma funcéo f dada por f = ab ou f = a/b, a incerteza do valor da funcédo reduz-

Se a:

2
of

G Gt = oG o9

3.3 Razéo das diferencas

Para calcular a incerteza associada a velocidade de um corpo, primeiro agruparemos as medidas
de posicdo e tempo em duas funcbes, Ax = A e At = B, e aplicaremos a formula de propagacdo de
incertezas (2.2), depois substituiremos as incertezas de A e B. Assim, temos:

Ax A 5 v\ 2 5 v\ 2 5
v(Ax,At)zA—t=§ = 0y :<0_A> o +(6_B> o

v A
e—=— 52" Logo,

) a 1
Calculando as derivadas, teremos L= =
0A B 0B
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1 A2 1 A2
ag:(E) 0““(_?) % = BZ<GA T 2% 2)

Lembrando que A = Ax e B = At, e usando (3.1.3) e (3.1.4) na expressdo acima, teremos:

03=%<0j+gz > <(0x\/—) +— (at\/—)> — (07 +v?af)

Extraindo a raiz quadrada, teremos, portanto:

V2

%= At

02 + v2a? (3.3.1)

Na situacdo dos experimentos virtuais, em que a incerteza do tempo pode ser desconsiderada,
teremos o; =0 e a expressdo acima se reduz a:

V2
o, = A_th (3.3.2)

A expressdo (3.3.2) é a formula aplicada nas incertezas da velocidade dos corpos nos
experimentos de Trilho de Ar, Atrito, Colisdes, Conservacgédo de Energia e Dindmica de Rotacdes.

De um modo geral, para uma fungdo f, dada por f = AZ, podemos aplicar o raciocinio

desenvolvido até aqui de maneira generalizada e representar a incerteza da funcdo f, de acordo com
(3.2.5), como sendo decorrente das incertezas em a e b:

Z- j(%)%(%)z (333)
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4. Aplicagbes Aos Experimentos

4.1 Energia Cinética

A energia cinética K de um corpo na mecanica classica pode ser calculada a partir de sua massa m
e de sua velocidade v:

mv
K(m,v) =

Pela expressdo (2.2) de propagacdo de incertezas, as derivadas parciais da energia cinética em
v2 0K 2mv

A s 5 . « 9K ) . TP
relacdo a massa e a velocidade sdo =5 e, = =my. Apos as devidas simplificacbes, obtemos:

v2\*
of = <7> a2 + (mv)?o? (4.1.1)

Esta expressdo pode ser modificada algebricamente de modo a obter a aparéncia da formula geral
para funcdes do tipo produto e razao:

5 v222 5 mv222 2m17222 mv?\? 10,2 O\ 2
o =\ 3 om + (mv)°oy; = > om + ol Bl [(E) +(27)]

(U—m) +(2 %) (4.1.2)

O caso geral relacionado a este exemplo, e que pode ser deduzido por esse procedimento (faca
este exercicio), € o desvio-padrdo do produto de poténcias.

Seja uma funcdo f = f(a, b, c) tal que f(a, b, c)=a"b"c’, com m, n e p inteiros. Assim, a incerteza
propagada da funcao f é:

o = f J(m%)z (D) + (0T @1y

Ou seja, 0s expoentes se tornam multiplicadores das incertezas de suas respectivas variaveis. Na
situacdo especial em que a incerteza da massa puder ser desconsiderada, teremos o, = 0 €, de (4.1.2),
teremos:
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A grandeza v provém de uma razdo entre variacdes e, na situacdo em que Ax = 0, temos que v =0
e a expressao 4.1.4 ndo pode ser aplicada. No entanto, v consta no denominador da expressao devido a
uma transformacéo algébrica feita ao longo da deducdo. Voltando ao comeco da deducdo de (4.4.2), e
lembrando que o, =0, temos:

2\ 2
v
og = <7> of + (mv)?of ~ (mv)?o?

Utilizemos a ideia descrita na secdo 2, no topico Uma Interpretacdo Importante. Segundo a
equacéo (2.4), como a velocidade tende a zero, o = v2. Logo,

o = (mv)?0? = m*v?c? ~ m?0) = oy ~ mo,? (4.1.5)
Estas férmulas de incertezas sdo empregadas com frequéncia nos calculos de energia cinética
dos corpos, por exemplo, no experimento de Energia.
4.2 Energia Potencial Elastica

A energia potencial elastica U de um corpo na mecanica classica pode ser calculada a partir de
sua distancia da posicao de equilibrio 4x e da constante elastica k da mola:

k(Ax)?
2

U(Ax, k) =

Pela expressdo (2.2) de propagacdo de incertezas, as derivadas parciais da energia potencial em
2
relacdo a constante elastica e a elongacdo sdo Z—Z = (Az) a?Al;) = Zk(zAx) = k(Ax). Apbs as devidas

simplificagOes, obtemos:

N\ 2
o5 = (%) o + (k(Ax))zaAzx (4.2.1)

Esta expressdo pode ser modificada algebricamente de modo a obter a aparéncia da férmula geral
para funcdes do tipo produto e razdo:

Ax)?\? k(Ax)?) 2k (Ax)?\*
ap =<( ;C) > a,f+(k(Ax))20A2x=< (2;;) ) 0§+<%> e

oi=(5) 6+ 03]
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agzuz[(%)2+(2§y)2] = oy=U j(%)2+(z%)2=u j(%)%(m;’_;)z (422)

Na situacdo especial em que a incerteza da constante elastica puder ser desconsiderada, teremos
ok =0 e, de (4.8), vem que:

0.
oy = zﬁuﬁ (4.2.3)

Se, para certo instante de tempo, 4x ~ 0, teremos uma indeterminagdo em (4.2.3). Entretanto, Ax
consta no denominador da expressdo devido a uma transformacédo algébrica feita ao longo da deducéo.
Voltando ao comeco da deducéo de (4.2.2), e lembrando que ok =0, temos:

,  [(Ax)?
(5

02 = ) oZ + (k(Ax))ZGAZx ~ (k(Ax))ZUAZx

Utilizemos novamente a ideia descrita na se¢do 2, no topico Uma Interpretacdo Importante.
Segundo a equaco (2.4), como o deslocamento tende a zero, o, = (Ax)?2. Logo,

of ~ (k(Ax))ZgAZx = k2(Ax)2%0}, ~ k%), = oy~ kol = oy ~V2kd}, (4.2.4)

Estas formulas de incertezas sdo empregadas com frequéncia nos calculos de energia potencial
elastica dos corpos, por exemplo, no experimento de Energia.

4.3 Energia Mecanica

A energia mecanica E de um corpo na mecanica classica pode ser calculada a partir da soma de
suas energias cinética e potencial:

E(K,U)=K+U

Aplicando a expressdo de propagacéo de incertezas para a energia mecanica, teremos:

OE\? OE\?
of = (—) of + (—) o2 (43.1)

0K ou
Calculando as derivadas parciais, teremos Z—Ii:g—izl. Logo, substituindo em (4.3.1) e

realizando as devidas simplificacdes, teremos:
0 =0f + ot >0 = ’a,% + o} (4.3.2)
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Lembre-se que o resultado obtido vale para o caso geral. Este valor de incerteza é utilizado nos
calculos de energia mecéanica dos corpos, por exemplo, no experimento de Energia.

: A
4.4 Velocidade angular na forma @ = A—‘f

Pela formula de propagacéo de incertezas, tomando Ap=A4 e At=B, teremos:

Ap A dw\? dw\>
w(Ap, At) = A—(': =—>02 = (_(») of + (_w) o3 (4.3.3)

B 0A 0B
Calculando as derivadas parciais, do_lele__A Logo,
0A B 0B B2

, (1Y —A\? 142 —(A@)\’ 1 (Ap)2a?
7 =(5) ot +(5) o = (5) GAZ‘P+<—(At)2> "ft=wl"f¢+—mt>z“l

Substituindo (3.1.4) e a anéloga de (3.1.3) para posicao angular:

1 (Ap)?a? 2 V2
2 = 2 2 2 = 2 2452 = = — 2 242 4 4
lopt D2 [ o, + 02 D2 [a(p +w at] 0w =77 /a(p + w?of (4.3.4)

Na situacdo especial em gue a incerteza do tempo puder ser desconsiderada, teremos o; = 0 e, de
(4.3.4), vem que:

V2
Op = A_ta‘p (4.3.5)

\%

4.5 Velocidade angular na forma w = -

Pela férmula de propagacéo de incertezas, teremos:

_E 2 — 6_(1)2 2 a_a)z 2
a)(v,r)—r:>a = o5 + oy (4.5.1)

av ar
. ) 1 _ Jw v
Calculando as derivadas parciais, — = - e — = ——. Logo,
v r r r

1\2 v 1 1
0w’ = (;) of + (— —) of = _2[05 +w?of] >0, = 7V 0y,* + w?of (4.5.2)
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4.6 Reta Média

Sejam g uma func¢do e a uma variavel, tais que g = g(a). Considere que somos capazes de efetuar
medidas dos valores de g variando o parametro a. Considere ainda que nos seja interessante conhecer
ndo o comportamento da fungdo g, mas sim, o de sua funcéo derivada: f'= g’(a).

[EnY
o
|

g(a)

O P N W & U1 O N 00 ©O
|

Para o grafico acima, consideremos T como o intervalo compreendido pela varidvel a, para N
pontos experimentais. A inclinacdo da reta média, isto é, a derivada da funcdo g, representa a grandeza
de interesse f. Além disso, a incerteza desta inclinacdo nos da a propria incerteza em f. Podemos calcular
esta incerteza na inclinacdo reta utilizando a seguinte expresséo (que ndo demonstraremos pelo fato de a
mesma nao ser o foco do presente roteiro):

_%

12
of=—= |—  (4.6.1)

TN

Podemos interpretar este resultado ao pensar, por exemplo, em a como sendo o tempo e g(a) um
deslocamento:

o, |12
oy :7 W (462)

Por definicdo, a velocidade média € a razdo entre as variagdes correspondentes na posicao e no

tempo:

Ax
v(Ax, At) = At
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. 2
Se analisarmos o resultado ao qual chegamos em (3.3.2), o, = %ax, ao compararmos 0 mesmo

com o resultado de (4.6.2), perceberemos que s&o muito parecidas. Entretanto, existe um termo de
diferenca, devido ao fato de a analise estar sendo feita sobre intervalos de tempo e de espaco. Em outras
palavras, o termo ¢ devido a influéncia destes intervalos.
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5. Outras aplicacoes
5.1 Torque

Aplicando a expressao de propagacao de incerteza, teremos:

(m g, =mgd =02 = (2) o2+ (Z) o +(Z) o7 (51
t(m,g,d) =mg o7 =\5—) Om 33 ag 3q) % (5.1.1)
. S ot _ E _
Calculando as derivadas parciais, o= gd, rrie md e 57 = Myg. Logo,
mgd\* mgd\ > mgd\>
o = (gd)?0f + (md)?of + (mg)?o§ = (—r‘z ) o2 + (_gg ) o + (—5 ) ¥

ot = mg?[(2) + (2 4+ @] 5 se=1e j(%m)z (2] (@)

Desprezando a incerteza da aceleragcdo da gravidade, quando a consideramos uma constante
conhecida, isto é, oy = 0, teremos:

or = Irl\/(%")2 + (%)2 (5.1.2)

5.2 Momento de inércia de um cilindro uniforme no eixo longitudinal

Aplicando a expresséo de propagacéo de incerteza, teremos:

2

oI \? oI’
I(m, T') = % = 0'2 = (%) O'T%l + (a) O',ﬂ2 (5.2.1)

2
Calculando as derivadas parciais, — = = e 2 = 2™ — mr. Logo,
am 2  or 2
Al \? N> mr2\? 2mr?\’ mr2\’ [ ,0,5\2 0\ 2
2 _ (22 2 bl 2 _ 2 2 _ _m -
o _(am) Jm+(6r> o <2m> Jm+< 2r ) Or ( 2 > [(m) +(2r)]
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5.3 Aceleragéo angular na forma a = %

Pela 22 Lei de Newton para a rotacdo, e pela férmula de propagacéo de incertezas, teremos:

dar\’ ]
a(t,]) = §:> 02 = (a—CD o2 + (_a) ot (5.3.1)

. . da 1
Calculando as derivadas parciais, >~ = ~e =~ = ——. Logo,

1\2 —T\2 2 [62 o?
2 _ 2 2 _ T 1
oi=(7) o+ (5) =t
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