Integracdo numérica: Método de Euler

Quando uma particula se move sob influéncia de forcas com resultante constante, sua aceleracédo
também é constante, e podemos encontrar sua velocidade e posi¢do a cada instante a partir de
férmulas bem conhecidas. Considere, porém, uma particula que se move em um espaco onde a
forca resultante e, portanto, sua aceleracdo, dependem da posi¢édo e da velocidade. Nesse caso, a
posicdo, a velocidade e a aceleracdo da particula em um instante determinam a posicédo e a
velocidade em um instante seguinte, que por sua vez, determinam a aceleracdo neste instante.
Portanto, todas as trés grandezas: posicao, velocidade e acelera¢do do corpo variam continuamente
no tempo. Uma das formas de resolver numericamente o problema consiste em substituir a variagcao
continua do tempo por uma sequéncia de pequenos intervalos de duragdo At. A aproximagdo mais
simples é a que supde que a aceleracdo seja constante durante cada intervalo, que da origem ao
meétodo de Euler. Se o intervalo de tempo for suficientemente pequeno, a variacdo da aceleracao

durante o intervalo serd pequena e podera ser desconsiderada.

Sejam x,, v,, € a,, respectivamente a posicéao, velocidade e aceleragdo na diregdo x da particula
no instante inicial t,. Quando ignoramos a variacdo da velocidade durante o intervalo de tempo, a

nova posicao ¢é dada por:
X, = X, + VAt (1)

De maneira similar, se a aceleragdo durante At for constante, a velocidade no tempo t, =t, + At

sera dada por
v, =V, +a,At (@)

Podemos usar os valores de x, e v, para calcular a nova aceleragdo a,, usando a equagédo de

movimento e depois calcular x, e v,, usando x,, v,, € a,,:
X% =X A (3)

L = A (4)

As relacOes entre a posicdo e a velocidade nos tempos t, e t,, =t + At sdo dadas por



Xn+l = Xn + anAt (5)

Vn+l = an + anxAt (6)
que sao generalizacdes das formulas (1) e (2).
Para encontrar a velocidade e a posicdo em algum tempo t, dividimos, portanto, o intervalo de
tempo t—t, em um grande numero de intervalos menores At e aplicamos repetidamente as

equacdes (5) e (6), comegando no tempo inicial t,. Isso envolve um grande nimero de calculos

repetitivos que séo realizados mais facilmente em um computador. A técnica de dividir o intervalo
de tempo em pequenos trechos e calcular a aceleracdo, velocidade e posicdo a cada novo passo

usando os valores do passo anterior é chamada de integracéo numérica.

A fim de ilustrar essa técnica, vamos considerar um problema no qual um paraquedista em repouso
se larga de uma certa altura, quando ele passa a ser influenciado tanto pela gravidade quanto pela

forca de arrasto, que é proporcional ao quadrado da rapidez. Encontraremos a velocidade v, e a

distancia percorrida y como func@es do tempo por meio da integracdo numérica.

A equacdo que descreve 0 movimento de um objeto de massa m largado do repouso, quando se

ignora 0 empuxo, é
mg —bv? =ma, (7)

em que se adotou um referencial Oy orientado no sentido da forca da gravidade. A aceleragdo &,
portanto,

a —g—sz
Y m

(8)

E conveniente escrever a constante % em termos da rapidez terminal v, . Colocando a, =0 na

equacéo (8), obtemos

0=g- v, (©)
m



_9 (10)
m

Substituindo (10) em (8), fica

a, = g[l—v—zzJ (11)
v

T

Para resolver numericamente a equacao (11), precisamos usar valores numericos para g e para

Vi . Em “Fisica para cientistas e engenheiros, Paul Tipler” 1 & sugerido que uma rapidez
terminal razoavel para um paraquedista seja de 60 m/s. Escolhendo-se y, =0 para a posicéo
inicial, v, =0 para a velocidade inicial e a,, = g = 9,8 m/s? para a aceleracdo da gravidade,
encontra-se a velocidade v, e a posicdo y em algum tempo posterior, digamos para um instante

de tempo t =20 s, divide-se o intervalo de tempo 0 <t <20 s em muitos intervalos pequenos At
e aplicamos as equacdes (5), (6) e (11). Faz-se isso usando uma planilha eletrénica de calculo,

como mostrado no apéndice, em que escolhemos At = 0,5 s e obtivemos os graficos das figuras 1

e2e. Parat=20 sosresultados v=599 m/se y=9399 m.
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Figura 1: Velocidade adquirida pelo paraquedista em fungéo do tempo, calculado
conforme modelo discutido no texto.
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Figura 2: Posicao vertical do para-quedista em funcéo do tempo, calculado conforme
modelo discutido no texto.

Podemos esperar que seja melhor adotar intervalos de tempo muito pequenos, digamos

At =0,000.000.001 s. Mas existem pelo menos duas razdes para ndo se adotar intervalos de

tempo extremamente pequenos. Primeiro, quanto menor o intervalo de tempo, maior sera o
namero de calculos necessarios e mais tempo o programa levara para rodar. Segundo, o
computador guarda apenas um numero fixo de algarismos em cada passo do calculo, de forma
que em cada passo existe um erro de arredondamento, que vai se acumulando conforme o tempo
aumenta. Quanto maior o numero de calculos, mais importante ficao erro de arredondamento.

Segundo “Fisica para cientistas e engenheiros, Paul Tipler” 1, uma boa regra ¢ ndo usar mais

do que cerca de 10° intervalos de tempo para cada integracdo numérica tipica.

Observacéo 1: Este método tem finalidade didatica e da uma boa aproximacéo em casos
simples, como 0 do movimento de uma moeda num plano inclinado, mas normalmente se usa o

método de Runge-Kutta [?1, que ¢é acessivel ao estudante que entendeu o método de Euler.

Observacéo 2: A equacao (7) ndo leva em conta o ar carregado pelo paraquedas, o que depende
da situacé@o analisada e pode ndo ser uma boa aproximagao. Para a solugdo completa, veja

referéncia [3].



Planilha de calculo para o problema do para-quedista:

At=

0,5

Xo=

Vo=

m/s
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9,81
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V=

60

m/s

Apéndice
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83,19996
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582,3974
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641,5565

59,35788

0,20885
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671,2354

59,46231

0,175038
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820,2634

59,77908

0,072109
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700,9666
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16,5

730,7415

59,62315
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880,0605
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0,086135
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939,9184

59,89171

0,035379

Exercicio

Vocé esté praticando balonismo e atira diretamente para baixo uma bola de ténis com uma

rapidez inicial vo. A bola cai com uma rapidez terminal de 150 km/h. Suponha que o arraste do ar

seja proporcional ao quadrado da rapidez da bola. Use o método de Euler para responder as

questdes abaixo.

a) Quando vo= 35 km/h, estime a rapidez da bola depois de 10,0 s.

b) Quando vo= 0 km/h, determine o tempo que a bola leva para atingir 99% de sua rapidez

terminal, bem como a distancia percorrida entre o lancamento e este instante.
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