Experimentos Virtuais (WEB)

Roteiro de Calculo de incertezas

Calculo das incertezas de medida nos experimentos virtuais (WEB)
1. Introdugio

A analise de um experimento de fisica exige a avaliagdo da confiabilidade dos valores medidos por
meio dos instrumentos. Nao é possivel encontrar o valor exato de uma grandeza, uma vez que s6 pode ser
medido com um instrumento, que sempre tém limitacOes; no entanto, muitas grandezas, tais como a carga
do elétron e a constante universal dos gases, tém um valor bem determinado, que chamaremos aqui de valor
verdadeiro. Assim, numa medida, obtemos um valor priximo ao valor verdadeiro. Embora seja impossivel
determinar a diferenca entre o valor medido e o verdadeiro, porque este ultimo ¢ desconhecido, podemos
definir grandezas que reflitam essa diferenca de alguma forma, chamadas genericamente de incerteza, ao
qual associamos o conceito de precisdo, que ¢ tanto maior na medida quanto menor a incerteza.
Infelizmente, nio podemos quantificar a incerteza simplesmente pela média da diferenca entre o valor
medido e o verdadeiro, porque a diferenga, que pode ser tanto positiva quanto negativa, tem valor médio
nulo, nada informativo. Isso nos obriga a recorrer a quantidades mais elaboradas.

A fisica usa as teorias da probabilidade e estatistica para representar suas medidas. Em particular, na
maioria dos experimentos, a medida de um conjunto de dados da grandeza X contendo N medi¢coes

{Xi J=1.., N} ¢ representada pela média dos valores obtidos,

x|
I
Z|r
M=
X

(1.1)

enquanto a incerteza ¢ quantificada pela varidncia, representada pelo simbolo ¢ x e calculada como

UZZLZN:(XFX)Z 12
X N-15 (1.2

Note que a variancia nao tem a mesma dimensao fisica que a grandeza, de modo que a incerteza da medida é

o=vo?, (1.3)

onde 0 ¢ uma grandeza definida positiva, que representa a incerteza e cada um dos dados, ou seja, avalia a

definida pelo desvio-padrao,

distancia entre cada dado e o valor verdadeiro. Considerando que a média foi calculada sobre N dados,
representamos a grandeza por

X+o (1.4)

X

onde a precisio da média ¢ descrita pelo desvio-padrao da média,

g

-9
X \/N

(1.5)
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significando que o valor verdadeiro da grandeza esta mais provavelmente dentro do intervalo

[)_( -0, X+ O'X] do que fora dele. Note que, quando se toma um unico dado, o desvio-padrao da média e o

desvio-padrio do conjunto dos IN dados da medida sao idénticos.

A melhor forma de descobrir a incerteza de uma medi¢ao ¢ repeti-la muitas vezes com instrumentos
diferentes e determinar a variancia pelo valor quadrado médio das diferengas com a média. No entanto,
muitas vezes isso ¢ praticamente impossivel, em particular no caso das medi¢des com instrumentos
graduados, por exemplo, na medi¢cio do comprimento com uma régua milimetrada — onde conseguir muitas
réguas de fabricantes diferentes? Nesses casos, costuma-se estimar o valor do desvio-padrao como a metade da
menor divisao que se consegue ler na escala. Assim, quando se usa uma régua graduada em milimetros, a
precisio do instrumento ¢ aproximadamente 0,5 mm. Se a leitura da régua for 7,8 cm, o resultado deve ser
representado assim:

7,80+ 0,05 cm
significando que o valor verdadeiro do comprimento do objeto provavelmente se encontra entre 7,75 cm e
7,85 cm.

Nos experimentos virtuais, com freqiiéncia leremos os valores das grandezas na escala de um
instrumento, como no caso da posigao do corpo (medida com uma trena) e o /nstante em que o corpo foi
filmado (definido pelo cronometro da filmadora, estampado no #me code). Ha outras grandezas, entretanto,
cuja medi¢do nao pode ser direta, como ¢é o caso da velocidade de um carrinho ao longo de uma trajetdria, uma
vez que nio possuimos uma “régua de velocidades”; podemos, porém, calcula-la a partir das incertezas das
grandezas que entram na férmula de célculo.

O objetivo desta orientagdo ¢é ajuda-lo a compreender o modo pelo qual as incertezas foram
calculadas em cada experimento virtual, detalhando os passos e as aproximag¢oes usadas. Na secio 3,
classificamos as aplicagdes que ocorrem repetidamente e apresentamos as férmulas genéricas deduzidas a
partir da aplicagdo as situagdes que aparecem nos experimentos. A se¢do 4 apresenta alguns casos
particulares, enquanto é na se¢do 2 que desenvolvemos a teoria geral da propagacio da incerteza, da forma
que ¢ suficiente para as analises apresentadas aqui.

2. Propagagio de incertezas

A medida da velocidade » ¢ realizada indiretamente por meio de medidas de posicao, X, e X;, e tempo,
t, e t,, ou seja, calculamos

v=2228 @2.1)
=t '
A incerteza na velocidade depende das incertezas nas grandezas medidas diretamente, ou seja, das
incertezas nas posi¢des e nos tempos observados que sao usados para calcular a velocidade. Essa situacdo, da
incerteza numa grandeza deduzida provir das incertezas nas grandezas das quais ela depende, ¢ tio comum
que vamos escrever a férmula que estabelece essa relagdo de uma maneira genérica, para facilitar a adaptagao
a outros casos.

Assim, definimos uma grandeza f que depende de outras grandezas (&, b, ..., 2) independentes entre

si e que pode ser representada pela fungao
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f =1f(ab,.. 2
Em nosso exemplo, /¢ a velocidade, enquanto a, b, ce d sdo X, Xy, t2 e 1y, respectivamente.
A incerteza em f ¢é dada pela formula de propagagio de incertezas, enunciada da seguinte

maneira: o desvio-padrio de f, 0, , é a raiz quadrada da varidncia em f , calculada como

2 2 2
=) () o eel@)
oa ob 0z 22

of _ of

onde % _E E:g (lé-se a derivada parcial de f em relacio a a calculada no ponto (5,5,...,2) ) e

NI

7=

of of . of . . <
analogamente para B o O simbolo % representa a derivada parcial de fem relacdo a 4, o que
significa que pode ser obtida a partir da férmula de fderivando a fun¢do considerando b,C,...,Z constantes —

por exemplo, se f =a’b®+5a+7b, as derivadas parciais de / sio g—f =2ab’+5 e Z—L =3a’h*+7, de
a
modo que a—f_ =2ab®+5 ea—f_ =3a’b%+7 .
0a ob

E importante lembrar que, por defini¢ao, 0, 0,, 0y, ..., 0, sdao valores positivos, obtidos como a
raiz positiva da variancia da variavel correspondente. Nao podemos, também, tratar os desvios padroes como

médias, por exemplo, onde a média da soma é a soma das médias; nunca se somam ou subtraem desvios
padrGes, mas as variancias sao aditivas.

Condig6es de validade.

Esta férmula tem validade geral, ndo s6 nos casos particulares que detalharemos abaixo, desde que

duas condi¢bes sejam obedecidas:

i) As varidveis do conjunto (@,b,...,Z) sdo estatisticamente independentes. Isso significa que
nenhuma das varidveis pode ser calculada a partir de uma ou algumas das varidveis do
conjunto (5,6,...,2) nem sua medicdo interfere na medicio de outra. Se isso acontecer, é
necessario expandir suas férmulas na expressao de fantes de aplicar a férmula de propagacgio. O
que acontece ¢ que cada termo da férmula (2.2) precisa representar toda a dependéncia na
variavel em relagdo a qual se calculou a derivada parcial — ndo pode haver partes escondidas em
alguma das outras variaveis. Note que se alguma das grandezas (5,5,...,2) for medida
diretamente a partir de outras grandezas que nao estejam nesse conjunto, podemos aplicar a
formula de propagagiao de incertezas isoladamente a elas e usar as variancias calculadas na
férmula de propagacio.

i) Para cada grandeza X, precisamos qued, << X. Em muitas das férmulas de propagacio que

veremos, as variaveis aparecem no denominador, o que causa problemas se a variavel puder ser



Experimentos Virtuais (WEB)

Roteiro de Calculo de incertezas

nula, uma vez que seu inverso nao sera definido. Mesmo que ¥ nio seja nulo, quando O, =X,

ha probabilidade de uma dada observacao de X dar o resultado nulo. A férmula de propagagio
(2.2) supde que as observacoes possam ser repetidas infinitas vezes — o resultado nada mais ¢ do
que o valor esperado para a média de infinitas observacdoes, assim nunca poderemos ter um valor
indefinido dentro do calculo.

Uma interpretagdo importante.

Vamos destrinchar um pouco mais a equagiao (1.2) e chegar a alguns resultados importantes nas
futuras andlises dos experimentos. Se X ¢ a medida de uma variavel aleatéria (ou seja, uma grandeza tal que

o resultado experimental ¢ diferente a cada realizagdo da medi¢ao), teremos
o_ 1 <
o; = (% -%)
N-1 -1

Se efetuarmos o quadrado e passarmos para o trindmio, teremos:

2 1 § 2 § § 2
LT X T Y X,
N-1\=Z i=1 i=1
N
Lembremos ainda que a equagdo (1.1) pode ser escrita como XN = le' , que podemos substituir na

equagao acima, no segundo termo, e em seguida distribuir o fator comum, com o que obtemos:

N
G2
ZK _2xX°N +iZ=1:X

— i=1

0'
“ N-1 N-1 N-1 2.3)
Podemos simplificar, lembrando que

N

R o2

= + + ...+

; X X X X , num total de N termos, do modo que:
| =
- 2 2

X°=NX
; (2.4

Substituindo (2.4) em (2.3), temos:

> 2
02:;)9 _NX?
“ N-1 N-1 2.5)

Para a média dos quadrados dos dados, temos:
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N N
2 1 2 2 2
<X >=— - <X >= .
X N ;X' , donde vem: N<x ;X' , que podemos substituir em (2.5) e

simplificar, com o resultado

of = N [< X2 > —XZ] 26

Quando o numero N de dados é muito grande, podemos aproximar o fator de fora dos parénteses

pela unidade e, quando a média da variavel for nula, teremos:

2 2
Oy =% 2.7)

Usaremos este resultado na estimativa da incerteza na Energia Cinética ¢ Energia Potencial Elastica.

3. Aplicagbes comuns

3.1 Soma ou subtragio.

Vemos com relativa freqiiéncia medidas de grandezas baseadas na variagdo (que é entendida como
uma subtracio) de outras grandezas, como € o caso da velocidade (V= AX/At), quociente das variagoes de
posicdo e tempo. Aplicando-se a férmula de propagacio de incertezas para o deslocamento
AX(X, Xy) = X=Xy, teremos, tomando-se AX como certa fungio A, AX= A

2
A 9A
— _ 2 _ 2 2
DX(X, %) = A(X, Xy) = X=Xy = 0p = (&j o, J{EJ g, (3.1)
Calculando-se as detivadas, teremos 0A/0X =1 e 0A/0X, = —1. Substituindo-se tais valores em (3.1),

teremos:
ogi=0’+0’ (3.2)
A X Xo :

g, =0
Como %~ "% temos: 04 =20, « 0, =\/§JX.

o, =20, (3.3)

A incerteza no intervalo de tempo pode ser calculada da mesma forma, logo:

On = \/Eo-t (3.4)

As férmulas de incerteza (3.3) e (3.4) sdo usadas nos calculos de incerteza da velocidade dos corpos,
nos experimentos de Trilho de Ar, Atrito, Colisoes, Conservagao de Energia e Dinamica de Rotagdes.

5
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A relagdo (3.2) pode ser generalizada para um numero qualquer de variaveis. Se a fungio f¢é dada por
f =axb*..+ 2, sua variancia pode ser expressa como:

2 _ 2 2 2 _ 2 2 2
g, =0, to, t..+0, ou |O; —+\/0'a to, t+..t+0, (3.5

sempre tomando O como a raiz positiva, pois, por defini¢do, o desvio-padriao tem valor positivo.

3.2 Produto ou razio

Aplicando-se a férmula de propagacao de incertezas a quantidade de movimento linear p=mv,

onde » é a massa e v é a velocidade do sistema estudado, teremos:

2 2
p(mv)=nmv= o) = (@j o2+ (@J o’ (3.6)
om ov

Calculando-se as derivadas, teremos dp/0mM=V e 0p/0v=m que, aplicando na expressio acima,
o, =Vio, +mioy) (3.7)

Podemos ainda simplificar a expressio (3.7), através dos seguintes passos:

2 2 2 2
ol o o o
o2 =VPol +mPol = o2 =mAVY 2+ L | o g2 =(mv)| | S |+ (3.9)
m’ v = |m v

Na situagdo especial em que a incerteza da massa puder ser desconsiderada, teremos 0, =0, de

modo que a variancia reduz-se a

o = p{ﬂy - g, =p (39)
P Y P Vv

Tais valores de incertezas siao utilizados nos calculos de quantidade de movimento linear dos
corpos, no experimento de ColisGes.

a .
No caso geral, para uma fun¢io fdada por f =ab ou f = b’ sua incerteza pode ser expressa

BEGIC NEER0
f a b a b

como:




Experimentos Virtuais (WEB)

Roteiro de Calculo de incertezas

3.3 Razio das diferengas

Para calcular a incerteza associada a velocidade de um corpo, primeiro agruparemos as medidas de
posicdo e tempo em duas funcdes, AX=A e At = B, ¢ aplicaremos a férmula de propagacio de incertezas
(2.2), depois substituiremos as incertezas de A e B. Assim,

2 2
V(AX, At) = Ax_ A ol = (ﬂj o +(ﬂj lop
At B 0A 0B

Calculando-se as derivadas, teremos ov/OA=1/At . dv/0B = —Ax/ Atz.

2 2 2 2 2
g A0 1 AT
g, :_BA2 + B4B - o/ =7 [UAZ +——F ] (3.11)

Lembrando que A = Ax e B = At e usando (3.3) e (3.4) na expressdao acima, teremos:

= ) 2 ] o= o= v
IA'S IAS AS JA'S

Extraindo a raiz quadrada, teremos, portanto:

o, = %1/05 +Vv2o? (3.12)

Na situagao dos experimentos virtuais, em que a incerteza do tempo pode ser desconsiderada,
teremos 0, =0 e a expressio acima se reduz a:

o, = V2 o, (3.13)
At

que ¢ a férmula aplicada nas incertezas da velocidade dos corpos nos experimentos de Trilho de Ar, Atrito,

Colisoes, Conservagao de Energia e Dinamica de Rotagdes.
N Aa , o
De um modo geral, para uma funcio /, dada como: f = 5’ podemos aplicar o raciocinio acima e

representar a incerteza de fdecorrente das incertezas em @ e b como:

i _ \/(J_Aj +(%j (3.14)
f Aa Ab

4. Aplicagdes aos experimentos
4.1 Energia cinética

Aplicando a expressao de propagacao de incertezas (2.1) para a energia cinética K calculada a partir da

massa 7 e da velocidade »,
2

K(mv) = m;’
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cujas derivadas parciais sio K /0m=v?/2 e K /0V = mv, obtemos, depois das devidas simplificacdes,
2\2
7t =g | oa+ oz o

Esta expressaio pode ser transformada para ficar com a aparéncia da férmula geral dos produtos e

Jz_mzv“ a_rf,+4av2 o = mv?)’ %2+ 20,\’
o4 m VP : 2 m v
;V—J

K

quocientes:

donde, extraindo-se a raiz quadrada, temos

o=k +[ %) 42
m Y

O caso geral relacionado a este exemplo e que pode ser deduzido por esse procedimento é o desvio-
padrao do produto de poténcias,

f =a™"c?

que, calculando de maneira analoga ao que fizemos acima, da:

o, =f1 m& + nﬁ + pi (4.3)
f a b c

ou seja, 0s expoentes se tornam multiplicadores das incertezas das variaveis correspondentes.

Na situacio especial em que a incerteza da massa puder ser desconsiderada, teremos 0, = Oe, de

(3.16):

(4.4

. AX .
A grandeza » provém de uma razdo de variagdes AN o™ situacio em que AX=0, v=0c¢ a

féormula (3.18) nao pode ser aplicada. No entanto, » apareceu no denominador por causa de uma

transformacdo algébrica durante a deduc¢do. Se voltarmos na relagio (3.15), lembrarmos que o, =0 .

utilizarmos a idéia descrita no capitulo 2, em “Uma interpretagdo importante”, podemos evitar esse

problema.. Podemos utilizar a equagdo (2.7) e teremos:
o? =(mv)’ o?

v

2
of =m? (02)

Vv

de onde, depois da raiz quadrada, chegamos a

o, =mao,’ (4.5)

Estas formulas de incertezas sio empregadas nos calculos de energia cinética dos corpos, no
experimento de Energia.
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4.2 Energia potencial elastica

Aplicando-se a expressio de propagaciao de incertezas para a energia potencial, teremos, tomando-se

A=AX:

2 2 2
U3k =B = U@k - o =(%—‘:j o +[g—ij o2 +6)

Calculando-se as derivadas, teremos U /9K = (AX)?/2 e U /0A=KAX. Como 0, =0, teremos,

substituindo-se em (4.6) e realizando-se as devidas simplifica¢oes:

ol = ((A;()ZJ a? +(kax)* a2, 4.7)

- kZ(Ax)“[af 40&] 2_[k(Ax)2J2HJKT (ZJH
O = et A | = 9= i e
4 K (& 2 Kk Ax

U
Extraindo-se a raiz quadrada, teremos, portanto:

oo (5] 2] (2]
k AX k AX

Na situagio especial em que a incerteza da constante elastica puder ser desconsiderada, teremos

o, =0e¢, de (4.8):

2\/§0X “9)
24 |

E importante observar que em certo instante de tempo, AX =0, entio g, OU . Portanto, a equagio

o, =U

(4.9) nio pode ser aplicada. Se voltarmos na relacio (4.7), e lembrarmos que g, =0 e utilizarmos 2 idéia

descrita no capitulo 2, em “Uma interpretagao importante”. Podemos utilizar a equac¢io (2.7) e teremos:

o, =ko, (4.10)

Tais valores de incertezas sao utilizados nos calculos de energia potencial dos corpos, no experimento
de Energia.
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4.3 Energia mecanica

Aplicando-se a expressao de propagacio de incertezas para a energia mecanica, teremos:

2 2
E(K,U)=K+U « g =(S—Ej o; +(g_5j o’ (4.11)

Calculando-se as derivadas, teremos 0E/0U =1 e dE/OK =1. Substituindo-se em (4.10) e realizando-
se as devidas simplifica¢Ges, teremos:

ol =0% +0, = o =.oF +0) 4.12)

Lembre-se que o resultado obtido vale ao caso geral.

Tais valores de incertezas sdo utilizados nos calculos de energia mecanica dos corpos, no experimento
de Energia.

Ap

4.4 Velocidade angular na forma w= At

Pela fé6rmula de propagacio de incertezas, teremos, tomando-se A@ = A ¢ At = B:
A¢ A 2 aw ? 2 aa) ? 2

Ap Aty =28 =2 52 2| 0D 52 [ 09 413

WBp.AY) =~ =5 (aAJAaB B (+.13)

Calculando-se as derivadas, teremos 0a/0A=1/At ¢ dwl/ 0B =-Ag/At*. Logo, como T, = Oy €

Og = 0y, teremos, de (4.13):
a_wz — 0'2A¢ + AXZCTAIZ - wz :i UA¢2 + A¢20'A12
A2 At At? At?

Substituindo-se (3.3) e (3.4) na expressio acima, teremos:

g2=t {20; + (A¢2 J(zgf )} =X :A—]t-z[ZO': + W’ (203)]: o= A—fz[a: + a)zaf]

“T A2 ¢

Extraindo-se a raiz quadrada, teremos, portanto:

2
g, = E’/U: +w’o} 4.14)

Na situa¢do especial em que a incerteza do tempo puder ser desconsiderada, teremos 0, =0 e, de (4.14):

o,=-=-0, (4.15)

10
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4.5 Velocidade angular na forma w = v
r

Pela formula de propagacio de incertezas, teremos:

Vv dw)’ dw)’
Wwv,r)=—= 0?2 = (—j o’ +(—j o’ (4.16)
r ov or

Calculando-se as derivadas, teremos 0 /0v =1/ e dw/adr = -v/r?. Logo, teremos, de (4.16):

Extraindo-se a raiz quadrada e utilizando as devidas substituicbes teremos, portanto:

1
o, = ?,/avz +w'o? 4.17)

4.6 Reta media

Ao inserir os pontos de uma determinada func¢io g tal que fuma grandeza, pode ser representada
por f= g'(a), num grafico de a por g, teremos:

9(2)

v
QD

v

A

11
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Onde T ¢ o intervalo compreendido pela variavel a. A reta media pode representar a grandeza f, e
a incerteza nesta reta pode representar a incerteza da grandeza f.
Podemos calcular esta incerteza na reta utilizando a férmula:

0-&\/1:2 418
TN (4.18)

Onde N ¢ o numero de pontos medidos para g(a).

Este resultado pode ser interpretado, quando pensamos, por exemplo, no deslocamento como g(a)

o, :ﬁ\/Z2 (4.19)
TVN

Como analisamos velocidade v, por meio do deslocamento x e o tempo ~

e 0 tempo como «, assim:

V(AX, At) = &
At

Se analisarmos o resultado que chegamos em (3,13), com a expressao acima (4.19) perceberemos
que sdo muito parecidas. Porém, a diferenca se da quando analisamos nio apenas uma variagao pequena do
espaco e sua influéncia, mas como todos os pontos, logo todo intervalo se comporta e consequentemente os
pontos que os compreende.

5. Outras aplicagdes

5.1 Torque

Aplicando-se a expressao de propagacao de incerteza, teremos:

r(m,g,d)=mgd = o :(ﬂjzaz 9L 202 +[ﬂjzaj (5.1)
" om) " loag) ¢ \od

Calculando-se as derivadas parciais, teremos 07/0m=gd, d7/0g=md e d7/d m=mg. Substituindo-

se tais valores em (4.20) e simplificando-se a expressio, teremos:

2

2 2 2
g, g g
o? = g*d’c? +m*d’c? +m’g’o} = o7 =| mgd (_mj .,{ g] _,_( dj
T

Extraindo-se a raiz quadrada, teremos, por fim:

12
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2 2 2
g, g g,
o, =t %) (%) (%
m g d
Desprezando-se a incerteza da aceleragdo da gravidade (0, = 0), teremos, portanto:

— Jm ’ Jd ’
o)

5.2 Momento de inércia de um cilindro uniforme no eixo longitudinal

Aplicando-se a expressao de propagacio de incerteza, teremos:

2 2 2
I(m,r) = m; - g? :(%\j o2 +(%j o? (5.3)

Calculando-se as derivadas parciais, teremos 81 /dm=r%/2 e 8l /dr = mr . Substituindo-se tais

derivadas em (5.3) e realizando-se as devidas simplificagdes, tem-se:

r4 mr 2 o ¥ (20 Y
ol =—o}+mriog? - g’ = e
4 2 m r

Extraindo-se a raiz quadrada, teremos, por fim:
2 2
o 20
g = \/(—mj +( rj (5.4)
m r

T
5.3 Aceleragio angular na forma g = —

Aplicando-se a expressao de propagacio de incerteza e pela Segunda Lei de Newton para a Rotagio,
teremos:

a(r,l) =I£ - g’ =(6—GJ o? +(6_aj o (5.5)

Calculando-se as derivadas parciais, teremos: 0a/d7 =1/1 e da/dl =-r/17. Substituindo as
derivadas em (5.5), teremos, realizando-se as devidas simplifica¢oes:
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) 2 2
21 5, 17 , > _ T 0, 0,
02=—0’+—0 « g2 =] = | +| =L
S R 0l |

Extraindo-se a raiz quadrada, temos, por fim:

Jr ’ al ’
o, =|a (7} +(I—] (5.6)
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